TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2017

Capitulo 5: Identidades Trigonométricas

Identidad Trigonométrica

Una identidad trigopnométrica es una relacion de igualdad entre funciones trigpnométricas, que se
cumple cualquiera sea el valor o valores de las incognitas que aparecen en la expresion.

Estas identidades son siempre Utiles para cuando necesitamos simplificar expresiones que
tienen incluidas funciones trigonométricas, cualesquiera que sean los valores que se asignen a
los angulos para los cuales estan definidas estas razones. Las identidades trigopnométricas nos
permiten plantear una misma expresion de diferentes formas. Para simplificar expresiones
algebraicas, usamos la factorizacidbn, denominadores comunes, etc. Pero para simplificar
expresiones trigonométricas utilizaremos estas técnicas en conjunto con las identidades
trigonométricas.

Para verificar una identidad A=B, se puede transformar Aen B o B en A.

Sugerencias para la verificacion de identidades:

Memorizar las identidades fundamentales.

Escoger el lado mas complicado para ser transformado.

Cualquier funcion puede ser escrita en términos de otra cualquiera.
Emplear artificios matematicos.

Factorizar y simplificar adecuadamente.

arwdPRE

CLASES DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

Reciprocas: el célculo de estas identidades se hace con base en las razones trigonométricas.

1 1
senf = ) CscH = sond

1 1
cosf = s SecO = 050

1 1
Tanf = Yz Cotl = p—
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Pitag(')ricas: Las identidades trigonométricas pitagoricas se obtienen al aplicar el Teorema de
Pitagoras a las definiciones de las funciones trigonométricas. Son tres identidades y se cumplen para
cualquier valor del angulo 6.

sen®0 + cos?6 =1
tan’0 +1 =sec’0 o0 sec’d —tan?0 =1

cot’0 +1=csc’0 0 csc’0—cot?0=1

Por cociente: Las identidades trigopnométricas de cociente son dos: tangente y cotangente y
tienen la propiedad de relacionar, por medio de un cociente, las funciones trigpnométricas seno y
coseno.

sen@ cos@
cotl =
cos@ senf

tanf =

Estas 8 deducciones se conocen como identidades trigopnométricas fundamentales.

Demostracion de identidades trigonométricas

Como se ha mencionado, una identidad es una relaciobn que contiene funciones
trigonométricas. Ademas de las antes descritas, existen otras identidades que se expresan por
medio de una igualdad y que son validas para todos los valores del angulo en los que estan
definidas las funciones.

No existe un método especifico para verificar una identidad, s6lo algunas sugerencias. Para
comprobar las identidades se puede proceder de la siguiente manera:

1. Se transforma uno de los miembros de la igualdad, cualquiera de los dos, en el otro
(generalmente se transforma el miembro méas complicado). Se escriben las funciones en
términos de senos y cosenos.

2. Se simplifica la expresion de un lado de la igualdad; la otra no se altera. Para ello se sugiere
que se realicen las operaciones indicadas como factorizar, simplificar, suma de fracciones,
etcétera.

3. Para poder realizar las demostraciones se debe tener un completo dominio de las
definiciones de las funciones trigopnométricas y las ocho relaciones fundamentales.
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EJEMPLOS:

1.

Senx cosx
+ —

cscx  secx

Solucion:

v Primero se establecen todas las expresiones en términos de seno y coseno:

senx cOoSX
1 T _
Tt =1
senx CcOoSX

v Segundo, se plantea la division haciendo uso de la conocida “ley de la oreja” y se
resuelve la operacion de suma:

senx CoOsxX
=+ +]|=1
SENX COsX

sen?x N cos?x
=1 -
1 1

sen’x +cos’x =1 —
1=1

v Finalmente se pudo transformar el primer miembro de la igualdad en el segundo,
quedando asi demostrada la identidad.

—1 = tan®4

cos’A
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Solucion:
v’ Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que

comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha.
v Lo primero que se harda serd resolver la restar:

Debemos que recordar que segun las identidades

1 1 1 — cos®A 2 g
— —=tan’d » ——— = tan?A fundamentales sen“A + cos“A = 1, por tanto
cos’A 1 cos?A 2 2
sen“A = 1 — cos“A, de esta manera reemplazaos

) la expresion en el numerador.
sen“A 2

— = tan“A -
COS°A

tan’A = tan’A

v Finalmente se pudo transformar el primer miembro
de la igualdad en el sequndo, quedando asi
demostrada la identidad.

3.
sec’A + tan’A = 2tan’A + 1

Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha. Lo que
haremos serd transformar la expresion de secante en términos de tangente.

sec’A =1+ tan*4A -
v' Reemplazando se obtiene:
sec’A + tan®A = 2tan’A + 1 —

1+ tan?A4 + tan?A = 2tan’A+1 —

v’ Se realiza agrupacién de términos semejantes:
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14 2tan’A =2tan?A+ 1

v Finalmente se pudo transformar el primer miembro de la igualdad en el segundo,
quedando asi demostrada la identidad.

cos?A (sec?A — 1) = sen’A
Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha.
Debemos recordar que secA — 1 = tan “A.

v' Reemplazando en la expresion, se obtiene:

cos?A(sec’A — 1) = sen*A —
cos?A (tan®A) = sen’A —

v’ Se cambia la expresién de tangente por términos de seno y coseno.

" <S€Tl2A> )
cos“A. > = sen“A -
cos“A

v’ Se cancelan los términos de cos “A.

sen?A
coS?A, (—

\ cos?A

) = sen‘A

v’ Finalmente se puede demostrar la identidad trigonométrica:

sen’A = sen’A
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5.
1 — cos’x ,
———— = C0S°X
tan“x
Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha. Para
hacer la operacién mds sencilla, se expresard la tan % en términos de seno y coseno.

Segun las identidades fundamentales, sen + cos % = 1, por tanto: sen* = 1 - cos %
v' Reemplazando se obtiene:

1 — cos’x )
——— =cos’x —
tan’x

sen’x

— = cos’x —
tan®x

sen’x
_1
sen’x
cos’x

= cos’x —

v Se aplica la “ley de la oreja”, multiplicando extremos sobre medios:

sen®x (cos?x) sen’x (cos®x) 5

= cos’x — COS“X

1 (sen®x) 1 (sen?x)

v’ Finalmente se cancelan las expresiones sen%, y de esta manera se puede demostrar la
identidad:

cos*x = cos’*x
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6.

Csc x—=Cotx.Cos x=Sen X

Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha. Lo
primero que se hard serd expresar la cscx y la cotx en términos de seno y coseno.

cscx — cotx.cosx = senx

1 COSX COSX
— ) = senx —
senx  senx 1

v En segundo lugar efectuaremos la multiplicacion y posteriormente se realizard la resta:

1 cos?*x
— = senx —
senx  senx

v’ Al observar el planteamiento de la resta, se puede observar que se trata de una resta de
fracciones homogéneas, porque el denominador es el mismo, por tanto simplemente se
efectua la resta del numerador y se coloca el mismo denominador:

1 — cos’x
- —senx —
senx

v’ Recordando las identidades trigonométricas fundamentales, donde sen% + cos% = 1,
despejando sen %=1 - cos %, entonces despejaremos en la expresion:

sen’x sen’x

= Ssenx — = Senx — Ssenx = senx
senx

senx

v Finalmente se puede demostrar la identidad senx = senx
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7.

tan‘A + 1 i

——— =tan’A

cot‘A+1

Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estad a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha. Lo
primero que se hard serd expresar los términos de tangente y cotangente en términos
de seno y coseno:

tan’A + 1

— = tan’A —
cot“A+1

sen’4A 4
cos*A

cos?*A
sen’4A

= tan*4 —

+

R R

v’ Se realizan las sumas tanto en el numerador como en el denominador:

sen?A + cos*A
cos*A

cos*A + sen*A
senA

= tan’4 -

v Aplicando las identidades trigonométricas fundamentales, se reemplaza en la expresion:

1
cos*A
1
sen?4

= tan*4 —

Mddulo disefiado por: Docente Maria Cristina Marin Valdés Pagina 182



TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2017

v Se aplica la “ley de la oreja”, multiplicando extremos sobre medios:

sen’A

— = tan®*A -
cos“A

. sen’A . ,
Finalmente, debemos tener en cuenta que es lo mismo que tan“, asi que al

0s*A
reemplazar se demuestra la identidad.

tan“A = tan ‘A

8.

senx + cosx cos’x
tan’x—1  senx — cosx

Solucion:

v' En este caso ambos lados estdan un poco complejos, asi que optaremos por trabajar de
manera simultdnea a ambos lados. Lo primero que haremos serda aplicar
proporcionalidad, multiplicando extremos y medios:

senx + cosx cos®x senx+cosx.  _ cos’x
tan®x — 1 senx — cosx tan’x—1 -

“Senx—cosx

(senx + cosx).(senx — cosx) = cos*x . (tan’x — 1) -

v’ Aplicando productos notables (producto de la suma por la diferencia) al lado izquierdo,
la expresion queda de la siguiente manera:

sen’x — cos’x = cos?*x.(tan’x — 1) -
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v’ Como cos % estd multiplicando la expresion (tan % — 1), entonces pasa a dividir, en este
caso se divide a ambos lados por cos :

sen’x cos’x  cos*x 5
> — — = — (tan“x — 1) -
cos’x cos’x  cos*x

v’ Se simplifican las expresiones:

sen’x

—1=1.(tan’x — 1) »
cos’x ( )

v’ Aplicando las identidades trigonométricas fundamentales se obtiene:
tan’x — 1 = tan®x — 1

De esta manera queda demostrada la identidad

1+ cosa

—————— = csca + cota
1 - cosa

Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha. Lo que
haremos serd repartir la raiz cuadrada tanto para el numerador, como para el
denominador:

V1 + cosa
V1 — cosa

= csca + cota —
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v' En este caso, en el numerador y denominador hay un término en raiz, por tanto
procederemos a racionalizar dicha expresion. En este caso no se racionalizard con el
denominador, ya que no permite obtener la identidad requerida. Para este ejercicio,
racionalizaremos con base en el numerador, para ello multiplicamos tanto numerador

como denominador por la expresion V1 + cosa :

V14 cosa V1 + cosa
V1 = cosa V1 + cosa

= csca + cota —

v’ Se efectua la multiplicacién de las fracciones, numerador por numerador y denominador
por denominador. En el caso de los denominadores, se hace uso del producto notable
(producto de la suma por la diferencia de dos cantidades):

J( + cosa)?

V1 —cos*a

v’ En el numerador se saca raiz cuadrada a la expresion y en el denominador se reemplaza

= csca + cota —

la expresion, haciendo uso de la identidad trigonométrica:

1+ cosa

\ sen’a

v' Se le saca raiz cuadrada al denominador:

= csca + cota —

1+ cosa

= csca + cota —
sena

v’ Se divide ambos términos del numerador por sena y asi se demuestra la identidad:

1 cosa
_|_

= csca + cota —
sena sena

csca + cota = csca + cota
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10.

A L, 1+ sen’x
secx* — tanx* = ——

cos’x

Solucion:

v’ En este caso debemos simplificar en lo posible la expresién, buscando transformar el
miembro de la izquierda en el de la derecha, para ello empezaremos factorizando la
expresion, haciendo uso del caso diferencia de cuadrados:

1+sen’x
(sec?x — tan?x). (sec?x + tan?x) = oy

v' Haciendo uso de las identidades trigonométricas fundamentales, reemplazamos secx ©

por 1+ tan* en el primer paréntesis:

1+sen’x
(1 + tan?x — tan?x). (sec’x + tan?x) = —

v’ Se realiza reduccion de términos semejantes en el primer paréntesis:

1+sen®x 1+sen’x
1.(sec’x + tan’x) = ——— — (sec®x + tan’x) = ———

cos’x cos’x

v Se reemplaza los términos de secante y tangente en funcion de seno y coseno:

2 ) 1+sen’x
(sec’x + tan*x) = ———
cos™x

1 N sen’x 1+ sen’x

cos®x  cos’x  cos’x

Se efectua la suma de fracciones al lado izquierdo y asi se demuestra la identidad:
1+ sen®’x 1+ sen’x

cos’x cos’x
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11.
1+ senx cosx

+ = 2secx
COSX 1+ senx

Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha.
Inicialmente realizaremos la suma de fracciones heterogéneas:

(1 + senx).(1 + senx) + (cosx). (cosx)
cosx (1 + senx)

= 2secx —

(1 + senx)? + cos*x

cosx(1 + senx)

= 2secx

v’ En el primer término del numerador se observa un producto notable (cuadrado de la
suma de dos cantidades), entonces procedemos a resolverlo:

1 + 2senx + sen’x + cos*x

= 2secx
cosx(1 + senx)

v’ En el numerador nos queda los términos sen®x + cos®x, que es lo mismo que 1,
entonces reemplazamos estos valores:

1+ 2senx+1

= 2 secx
cosx(1 + senx)

v' Se realiza la reduccion de términos en el numerador:

2 + 2senx

= 2 secx
cosx(1 + senx)
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v’ Factorizamos el numerador, aplicando factor comun:

2 (1+ senx)
= 2 secx
cosx (1 + senx)

v’ Se cancelan los términos semejantes del numerador y denominador, demostrando de
esta manera la identidad:

2 (1+senx)

= 2 secx
cosx (1+senx)
2
—— = 2secx — 2.—— = 2secx — 2secx = 2secx
COSX COSX
12.
cotf tan@

= 1+ tané + cot@

1 — tanf i 1 — cotf

Solucion:

v' Como se puede observar, el miembro mds complejo es el que estd a la izquierda, asi que
comenzaremos por éste y nuestro objetivo serd llegar al término de la derecha. Lo
primero que se hard serd expresar los términos de tangente y cotangente en términos

de seno y coseno.

cos6 senf
senf + cosd _ _ 1+ tanB + cotd —
senf cost
1_ senb _ L0
cosf sen@

v’ En segundo lugar realizaremos las restas que se plantean en los denominadores, para
una comprension mds fdcil se puede agregar un 1 en el denominador de la primera

expresion.
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cos@ senf
senf cosf
= -
1 - <end 1 - 050 1+ tanb + cot@
1 cosf 1 sen6f
cosf senf
sent cost =1+ tanf + cotf —
cosf — senf sen — cos@
cos@ senf

v Ahora aplicaremos la denominada “ley de la oreja”, multiplicando extremos sobre
producto de medios:

cosO(cosh) senf(senf)

=1+ tané + cotf
senf(cosd — senf) cosO(senf — cos0) + tané + cotd —

Notemos que en el denominador tenemos dos expresiones «parecidas» pero no iguales.
Estas son:

(cos@ —senf) y (senf — cosh)

v’ Para que la suma de las fracciones sea mds sencilla, debemos convertir las expresiones
dentro del paréntesis en fracciones equivalentes.

Si observamos bien, lo unico diferente son los signos, asi que multiplicaremos a una de ellas
por (-1) y cambiaremos el orden de los términos, asi:

Segundo paréntesis |—

(senf — cosf)=—(cosf — senb)
|

Queda igual que el primero

En la expresion, quedara:

cos?6 sen?6

=1+ tanf to
senf(cosfO — senb) + [—cosf(cosf — senB)] + tanf + co

Notese que el signo menos lo anteponemos al cos6, pues si lo ponemos después, parecerd
una resta.
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De este modo hemos obtenido dos paréntesis idénticos en el denominador.

v’ Antes de realizar operaciones con las fracciones aplicamos la «Ley de los signos».

cos?6 sen?6
senH(cosH—senH)@os@(cos&—sen@)] =1+ tan + cotd) —

cos?6 sen?6

=1+ tanf + cotf —

senf(cosf — senf)  cos6 (cosf — senB)

v’ Ahora realizaremos la resta de fracciones, recordando el procedimiento para restar
fracciones algebraicas, en el cual es necesario hallar el M.C.M.

En este caso, el M.C.M es igual a sen@cosB(cosB — sen®), el cual se divide por cada uno
de los denominadores de la expresion y su resultado se multiplica por el respectivo
numerador.

cosf(cos?0) — senf(sen?h)

senf.cosfO(cosO — senf)

=1+ tanf + cotf —

cos30 — sen36
=1+ tanf + cotf —

senf.cosO (cosf — senf)
v’ En el numerador ha quedado una expresion factorizable como una diferencia de cubos:

a®>— b3 = (a — b)(a? + ab + b?), aplicdndola a la expresién del numerador, ésta queda
de la siguiente manera:

cos30 — sen30 = (cosf — senB)(cos?0 + cosOsend + sen?0)
v' Reemplazando en la expresion:

(cosf — senB)(cos?0 + cosOsenb + sen?0)

=1+ tané to
sen®. cosO(cosh — senh) + tand + co

v’ Se simplifican los términos semejantes:

(cosB—senB)(cos?6 + cosfsend + sen?h)
sené. cosf(cosd—seno)
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cos?6 + cosfsenf + sen?6
= 1+ tané + cotd

senfcosf

v’ Para cada expresion del numerador, se distribuye el denominador asi:

cos?6 cosfsend sen6
=1+ tanf + cotf —

+ +
senfcosf senBcosf® senBcosO

v’ Se simplifican los términos semejantes:

cos®? ggsﬁse?rﬁ’_l_ sen®o
senfcost _senBeost  senbtosl

= 1 4+ tan@ + cot@

cos@ sen@
=1+ tanf + cotf —

_|_
senf cos@

cotd + 1+ tanf =1 + tanb + cot
v’ Finalmente se ordenan los términos y asi se puede verificar la identidad:

1+ tanf + cot@ = 1 + tanf + cotO

MODULO DE !

TRIGONOMETRIA |

hzigonoméhzicas.

it 1 y betividad de
P 1 onFuncliaacién: . . . . .
L N En los siguientes ejercicios demostrar las
e demostea las identidades trigonométricas:
ki identidades

|
|
|
f
|
|
|
f
|
|

S ——

1. cos’A — sen?A = 2cos?A —1

2. cos’A —sen’A =1 — 2sen’A
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3. 2c0s’A—1=1—2sen’A

csecx
T = (C0SX
tanx+cotx

1

5. tanx + cotx = ——
senx .cosx

6. tanB + cotl = secH.cscl

7. Secx (1 - sen*) = cosx

cscO+sech
8. senf + cos@ = ————
cscl . secl
senx+cosx cos*x
tan®’x—1  senx—cosx
senx cosx
10. =
senx+tanx 14+cosx
tan’a 2
———— = sen‘a
1+tan“a
tanf (csc?6-1
12.cosf = ( )

senB+cotB.cosO



