(ad v acente)

4TRIGONOMETRiA“"" )
BASICA

~ Disefiado por:
Esp. Maria Cristina Marin Valdés|

Area de Matematicas
|.E. Eduardo Fernandez Botero
Amalfi (Ant)

| Actualizado 2023




Contenido

CONTENIDO

PAGINA
INTRODUGCCION ...t eee et eeeeeeeeeneseeesnesesessess seeseseseesssnnsessesssesenesnssenananes 4
ESQUEMA DE UNIDAD...... ettt ser e s se s neee s e s ee s e enan 5
GENERALID ADKES ... .. oo iieiitiitiitittiesiesassasssassassnsssssessensensensenssessssssssssssasssnssnssnses 6
Sistemas de medicion de angulos
Angulos, medida y ClasifiCacion.................oeiiiuieeiiie e 7
Sistema SEXagESIMAL. . ... ... 15
Medida angular en radian@s. ...........oiiriieiii i 19
Sumayrestade ANQUIOS...... ..ot 22
Triangulos rectangulos y teoremas
THANQUIO Y ClaSIfiCACION. .. .. ..o 25
THANQUIOS ESPECIAIES. ... ..o 25
Razones trigonométricas
Razones trigonométricas de un angulo agudo en un triangulo rectangulo.......... 35
Problemas de aplicacion de las razones trigopnométricas en triangulos rectangulos.. 51
Razones trigopnométricas para los angulos especiales..............ccoeeviiiinennnn.. 63
Signos de las funciones trigoNOMELIiCaS. ........c.vvviieiii i,
Funciones trigonométricas de cualquier Angulo.............cooeiiiiiiiiiiiiiieieeaas
Graéficas de las funciones trigonOMELriCas. ........o.ouviiiiii e,




Contenido

Triangulos oblicuangulos
Teorema 0 1€y el SENO..... oo

Teorema 0 1€y del COSENO. ...t e e,
Teorema o ley de latangente.........c.c.oiuiiiiiii e

Resolucion de situaciones problema en triangulos oblicuangulos..........................

Identidades trigonomeétricas
L =To] T ] o 1

1 2= T o 5 o> 3
P Or COCI N . ..o

Ejemplos sobre demostracion de identidades. ...

Ecuaciones trigonomeétricas
Definicion y clasifiCacion........ ..o

Circulo goniométrico, trigonométrico o unitario...............ccoviiiiiiii i

Ejemplos de resolucion de ecuaciones trigonometricas..........c.c.oovveviiiiiiieiiennnnn.

Autoevaluaciones

Ejercicios preparatorios pruebas Saber..........c.viuiiiiiiiii i

Bibliografia




TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2023

INTRODUCCION

La trigonometria es una rama de la matematica, cuyo significado etimolégico es 'la medicidén de
los triangulos'. Es la parte de la matematica que establece la relacién entre los angulos y los
lados de un triangulo, siendo fundamental esta relacion para la resolucion de problemas
relacionados al célculo de las magnitudes y medidas de lados y é&ngulos de tridngulos
semejantes y también de poligonos, ya que todos los poligonos se pueden dividir en un namero
determinado de triangulos, por ser el triangulo poligono de menor nimero de lados.

Las relaciones establecidas entre estos elementos del tridngulo determinan las 6 razones
trigonométricas que basicamente se obtienen de un triangulo rectangulo, sin que esto signifique
gue no pueda aplicarse a cualquier tipo de tridngulo o poligono.

En términos generales, la trigonometria es el estudio de las razones trigonométricas: seno,
coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. Interviene directa o indirectamente en las
demas ramas de la mateméatica y se aplica en todos aquellos ambitos donde se requieren
medidas de precision. La trigonometria se aplica a otras ramas de la geometria, como es el caso
del estudio de las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones, entre las que se encuentran: las técnicas de triangulacion, por
ejemplo, son usadas en astronomia para medir distancias a estrellas préximas, en la medicion de
distancias entre puntos geograficos, y ensistemas global de navegacion por satélites.
(www.es.wikipedia.org)

la trigonometria es de mucha utilidad en la ingenieria civil, para el calculo preciso de distancias,
angulos de inclinacion o de peralte en una carretera y en arquitectura permite calcular las
distancias y las fuerzas relacionadas con elementos de la diagonal

Apreciado estudiante este médulo es un compendio de conceptos basicos como son: los
sistemas de medicibn de &angulos, el concepto de triangulo rectangulo y la aplicacion de
diferentes teoremas para su solucion, las razones trigopnométricas, los triangulos oblicuangulos,
las identidades trigonométricas y ecuaciones trigonométricas. Cada uno de ellos con sus
diferentes componentes que permite adquirir una nocion amplia del concepto.

La metodologia empleada es una conceptualizacion narrativa explicativa, que posibilita al
estudiante una clara comprension de los conceptos estudiados, ademas de permitirle dosificar su
nivel de apropiacion y un avance gradual de acuerdo a su ritmo de aprendizaje, favoreciendo el
trabajo en equipo y la autonomia. Posee mas de 200 ejercicios entre ejemplos y actividades de
profundizacién que favorecen la realimentacion continua de cada una de las teméaticas.
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ESQUEMA DE UNIDAD

TEMATICAS BASICAS ~| INDICADORES DE
LOGRO
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GENERALIDADES

La trigonometria es una rama de la matematica, cuyo significado etimolégico es 'la medicidén de
los triangulos”.

En términos generales, la trigonometria es el estudio de las razones
trigonométricas: seno, coseno; tangente, cotangente; secante y cosecante. Interviene directa o
indirectamente en las demas ramas de la matematica y se aplica en todos aquellos ambitos
donde se requieren medidas de precision. La trigonometria se aplica a otras ramas de
la geometria, como es el caso del estudio de las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones, entre las que se encuentran: las técnicas de triangulacion, por
ejemplo, son usadas en astronomia para medir distancias a estrellas préximas, en la medicion de
distancias entre puntos geograficos, y ensistemas global de navegacién por satélites.
(www.es.wikipedia.org)

HISTORIA
f

0S & 0S egipcios y los babilo a los teoremas sobre
las proporcmnes de los lados de Ios trlangulos semejantes. Pero las
sociedades prehelénicas carecian de la nocién de una medida del
angulo y por lo tanto, los lados de los triangulos se estudiaron en su
medida, un campo que se podria llamar trilaterometria.

Los astronomos babilonios llevaron registros detallados sobre la salida y
puesta de las estrellas, el movimiento de los planetas y los eclipses
solares y lunares, todo lo cual requiere la familiaridad con la distancia
angular medida sobre la esfera celeste. Sobre la base de la
interpretacion de una tablilla cuneiforme Plimpton 322 (c. 1900 a. C.),
algunos incluso han afirmado que los antiguos babilonios tenian una
tabla de secantes. Hoy, sin embargo, hay un gran debate acerca de si
| se trata de una tabla de ternas pitagoéricas, una tabla de soluciones de
. ecuaciones de segundo grado, o una tabla trigonométrica.

d,
| e
B i

Tablilla babilonia Plimpton 322. &3

Los egipcios, en el segundo milenio antes de Cristo, utilizaban una
forma primitiva de la trigonometria, para la construccion de las
piramides. El Papiro de Ahmes, escrito por el escriba egipcio Ahmes
(c. 1680-1620 a. C.), contiene el siguiente problema relacionado con la
trigonometria: ”
Si una piramide es de 250 codos de alto y el lado de su base es de 360
codos de largo, ¢.cual es su Seked?
La solucion al problema es la relacién entre la mitad del lado de la base
E de la pirdmide y su altura. En otras palabras, la medida que se
~ encuentra para la seked es la cotangente del angulo que forman la base-
de la piramide ysu respectlva cara. .

) -

Papiro de Ahmes
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SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS

Angulos, medida y clasificacién

Angulo: un angulo es la region del plano comprendida entre dos semirrectas con origen comun.
A las semirrectas se les llama lados y al origen comudn se le denomina vértice.

N
2
\3’60

a >

Lado inicial

Lo que caracteriza un angulo es la apertura de sus lados. Si los lados de un angulo & estan mas

abiertos que los de otro angulo 8 se dice que: a > f8

Dos semirrectas con origen comun determinan dos angulos distintos; el menor de ellos se llama
angulo convexo y el mayor, angulo céncavo.

<

Angulo Convexo Angulo Concavo

Medicidn de angulos:

Para medir un angulo se debe tener en cuenta si la rotacion del lado terminal es en sentido
contrario al de las agujas del reloj, en este caso se dira que el angulo es positivo, en caso
contrario la medida sera negativa. :

ANGULO POSITIVO .
ANGULO NEGATIVO

| S dlealizte o Paeana il G Gy Vel P
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Si el lado terminal realiza una rotacion completa, en el sentido contrario de las agujas del reloj, el
angulo generado mide 360°

L L e
...-\\\\\\\“\\;\ AR (AR 1‘17'7’/7/7'-

EJEMPLOS DE MEDICION DE ANGULOS

Angulo de 40° Angulo de 120°

£

Angulo de -150°

Angulo de 390° Angulo de 55°

/ ACION:

\
i
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Realizar la representacion grafica de los siguientes angulos y determinar en cual cuadrante se

encuentran:
MODULO DE T
TRIGONOMETRIA } > 50° > -100°
: - . > 45° > 180°
S i Ach\/l%acjf{e. > 4000 > _2100
1 ft : pQOFUﬂCJDSaCIOn' o o
i | clasificacién de > 750 > 445
| agilos > -60° > 320°
q i » 270° » -270°
b

CLASIFICACION DE ANGULOS

Los angulos se clasifican y denominan en funcion de la medida de sus grados.

Angulo agudo: es un angulo cuya medida esta entre 0° y 90°.

A /éoo : 4
Angulo recto: es un angulo que mide 90°,

Agudo
\ 90° 902
A C

Recto

0

Angulo obtuso: es un angulo que mide mas de 90°, pero menos de 180°

Obtuso
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Angulo colineal o llano: es un angulo que mide 180°

180° /1 800\
AR LN
A o =~ _

-

Angulo llano =

Angulo concavo o entrante: es un angulo mayor de 180° y menor de 360°

Coéncavo

300°
; 3 230°
Cdéncavo

Angulo perigonal o completo: es un angulo que mide 360°

360°

—alk alCx

Perigonal

CLASIFICACION CUANDO SE TIENEN DOS ANGULOS:

Consecutivos: Dos angulos son consecutivos cuando tienen un lado en comudn vy
estan en un mismo plano.

lado comun
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Complementarios: Son dos angulos que suman 90°

o+ |3=90°| 65°
....... 9 /2'5°
B »
27" + 63" =90 65+ 25 =90
Suplementarios: Son dos angulos que suman 180°
70° 110°

105° 75° a b 1800-a o
E 3

105+75=180 Angulo a + angulo b = 180° 0

Conjugados: Son dos angulos que suman 360°

Adyacentes: Son pares de angulos consecutivos, cuya suma es igual a 180°, ademas
estos angulos son suplementarios.

b

£a +<b = 360°

sy A,
A ; % & o A

ADYACENTES Angulo BOC y Angulo AOB A
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Angulos en posicion normal (estandar)

Un angulo en un sistema de coordenadas rectangular esta en la posicion normal o estandar si su
vértice esta en el origen y su lado inicial a lo largo del eje positivo de X. Una rotacion en el
sentido contrario a las manecillas del reloj produce un angulo positivo (Figura 1) y una rotacion
en el sentido de las manecillas del reloj produce un angulo negativo (Figura 2)

Figural Figura 2 '
Lado terminal
7] Lado inicial ‘
Lado inicial P
Lade terminal
@ dngulo positivo @ dngulo negativo

Ambos dngulos estdn en posicién normal o estdndar

Angulos cuadrantales

Un angulo cuadrantal es un angulo en posicion estandar cuyo lado terminal yace sobre un eje
coordenado

Lade terminal

g
V) /‘\
Lado inicial Lado terminal Lado inicial
dngulo cuadrantal dngulo cuadrantal

Los angulos que miden 0°, 90°, 180°, 270° y 360° son angulos cuadrantales (dngulos en posicion
estandar que su lado terminal yace sobre los ejes X 0Y)
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Angulos Coterminales

Dos o mas angulos son coterminales, si tienen el mismo vértice y sus lados inicial y final
coincidentes respectivamente. Un angulo puede tener infinitos angulos coterminales. Por ejemplo
30°, —=330° y 390° son todos coterminales.

Lado final o

: NET
oy 0 son coterminales
Vértice

D)
S

Lado inicial

Para encontrar un angulo coterminal positivo y uno negativo con un angulo dado, puede sumary
restar 360° si el angulo es medido en grados o 21 si el angulo es medido en radianes.

Para encontrar angulos coterminales se utiliza la siguiente féormula:

0 + 360°k, para angulos en grados

Ocoterminal = onde k es el nimero de revoluciones

0 + 2n°k, para angulos en radianes

En los siguientes ejemplos utilizaremos como k el valor de una revolucion, pero recuerda que
este valor puede variar.

Ejemplo 1:

Encuentre un angulo coterminal positivo y uno negativo con un angulo de 55°.
55° — 360° = —305°

55° + 360° = 415°

Un angulo de —305° y un angulo de 415° son coterminales con un angulo de 55°.
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Ejemplo 2:

~ . .. . , ki
Encuentre un angulo coterminal positivo y uno negativo con un angulo de. 3

w T
—+ = —
£ E

£ £

7 -5m T
Un angulo de S yun angulo de —3 son coterminales con un angulo de 3

A=

m2 |5
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EJERCICIO DE APLICACION

Hallar dos angulos coterminales con -240°
. . 7m

Hallar dos angulos coterminales con Y

Hallar dos angulos coterminales con 170°

. . 41
Hallar dos angulos coterminales con Y

a b 0w bdh ke

Hallar dos &ngulos coterminales con — 150°

SISTEMA SEXAGESIMAL

El sistema sexagesimal es un sistema de numeracion en el que cada unidad se divide
en 60 unidades de orden inferior, es decir, es un sistema de numeracion en base 60. Se
aplica en la actualidad a la medida del tiempo y a la de la amplitud de los angulos.

lh——> 60 min —> 60 seg
1° ——> 60 min ———— 60 seg

Un grado sexagesimal es la medida del angulo con vértice en el centro del circulo, de amplitud
igual a la 360- ava parte del mismo. Cada division de la circunferencia se llama grado, cada
grado se considera dividido en 60 partes iguales llamadas minutos y cada minuto en 60 partes
iguales llamadas segundos.

El grado sexagesimal es el angulo que se obtiene al dividir la circunferencia en 360 partes
iguales. Un grado sexagesimal tiene 60 minutos: 1° = 60' « Un minuto sexagesimal tiene 60
segundos: 1' = 60"

X 3.600
/'_x“\ A
Grados Minutos Segundos l

: 3.600
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Los simbolos son:

Grados (°) Minutos (’) Segundos ()

Para efectuar las conversiones entre este sistema de unidades se debe tener en cuenta la
unidad actual y la unidad a la cual se va a pasar, si es a una unidad menor se multiplica 'y si es a
una unidad mayor se divide.

EJEMPLOS:

1. Expresar 3800” en grados, minutos y segundos sexagesimales:

Solucién: Como en este caso vamos a pasar de una unidad menor (segundos) a otras mayores,
tendremos que ir dividiendo por 60.

3800”1 60” Primero dividimos 3800 por 60 y asi obtenemos los minutos. En este caso nos dio 63 min.
200 63 min El residuo que nos queda son los segundos (20”).
20” Después dividimos los 63 minutos por 60 para poder obtener los grados.
63’ 60’ Al dividir los 63’ por 60, se obtienen los grados y el residuo que queda seran los minutos.
3 1°
Por lo tanto, la Respuesta sera: 1° 3’ 20”

2. Expresar 2930” en grados, minutos y segundos sexagesimales:

Solucién: Como en este caso vamos a pasar de una unidad menor (segundos) a otras mayores,
tendremos que ir dividiendo por 60.

2930” | 60" Primero dividimos 2930” por 60 y asi obtenemos los minutos. En este caso nos dio 48 min.
530 . i ””
w0 48 min El residuo que nos queda son los segundos (50”)

Después dividimos los 48 minutos por 60 para poder obtener los grados.

48’ 60’ Al dividir los 48’ por 60, se obtienen los grados y el residuo que queda serdn los minutos.
48’ 0°

Por lo tanto, la Respuesta sera: 0° 48’ 50”’
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3. Expresar 340’ en grados, minutos y segundos sexagesimales:

Solucién: Como en este caso vamos a pasar de una unidad menor (segundos) a otra mayor,
tendremos que ir dividiendo por 60.

340’ 60’ Como en este caso no se dio la unidad en segundos, significa que éstos son igual a cero y
40’ 5o por lo tanto solamente se debe pasar los minutos a grados.

Por lo tanto, la respuesta sera: 5°40' 0”

4. Expresar 810’ en grados, minutos y segundos sexagesimales:

Solucién: Como en este caso vamos a pasar de una unidad menor (segundos) a otra mayor,
tendremos que ir dividiendo por 60.

810’ 60’ Como en este caso no se dio la unidad en segundos, significa que éstos son igual a cero y
210 13° por lo tanto solamente se debe pasar los minutos a grados.
30

Por lo tanto, la respuesta sera: 13° 30’ 0”

5. Expresar 3,24° en grados, minutos y segundos sexagesimales:

Solucién: Como en este caso vamos a pasar de una unidad mayor (grados) a otra menor,
tendremos que ir multiplicando por 60.

3° En primer lugar, dejaremos 3° tal y como lo enuncia el ejercicio y la parte decimal la

pasaremos a minutos y segundos haciendo uso de la multiplicacion.

0.24° x 60’= 14.40’ Al efectuar la multiplicacién dejaremos la parte entera como los minutos (14) y la parte
decimal que es igual a 0,40 la multiplicaremos por 60 segundos.

Al realizar la conversion de minutos (0,40’) a segundos, se obtiene como resultado 24”.

0,40’ x 60" = 24"

Por lo tanto, la respuesta final sera: 3° 14’ 24”
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6. Expresar 2,65° en grados, minutos y segundos sexagesimales:

Solucion: Como en este caso vamos a pasar de una unidad mayor (grados) a otra menor,
tendremos que ir multiplicando por 60.

20 En primer lugar dejaremos 2° tal y como lo enuncia el ejercicio y la parte decimal la

pasaremos a minutos y segundos haciendo uso de la multiplicacidn.

0.65° x 60’'= 39’ Al efectuar la multiplicacién observamos que no quedan decimales, por lo tanto no hay

segundos vy la respuesta final sera: 2° 39’ 0”

7. Convertir a segundos 6° 12’ 40”

Solucién: Para solucionar este ejercicio podemos hacer uso de la tabla de valores descrita
inicialmente, en la cual 1°= 3600” y 1’ = 60”. Por lo tanto, realizaremos la conversion de cada
magnitud y finalmente se efectuara la suma:

6° a segundos= 6 x 3600” = 21.600”
12’ a segundos = 12 x 60" = 720"

40" = 40”
Finalmente se hace la suma de los valores: 21.600” + 720” + 40"’ y nos da como respuesta final

22.360”

8. Convertir a grados 960’ 1080”

Solucién: Para solucionar este ejercicio podemos hacer uso de la tabla de valores descrita
inicialmente, en la cual 1°= 3600” y 1’ = 60”. Por lo tanto, realizaremos la conversion de cada
magnitud y finalmente se efectuara la suma:

960’ a grados= 960’ + 60’ = 16° Finalmente se hace la suma de los valores: 16° + 0,3° y

nos da como respuesta final 16,3°

1080” a grados = 1080” + 3600” = 0.3°
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ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION:

Petividad de
’pRoFundi zacion:
siskema.

sergesima|

Expresar la medida de los siguientes angulos en grados,
minutos y segundos:

12,45° 9,25° 275
4900” 3224” 1897’
17,23° 890’ 34,05°
7894” 28,56° 49,75°
8,42° 6890” 754
16,45° 7452 8652”
7,37° 26,33° 190°
17,44° 99%’ 12020”

MEDIDA ANGULAR EN RADIANES

EJEMPLOS:

1. Encontrar la medida en radianes de 6, si 6= 30°

180° =« rad
30°= Xx

180°>:3 rad
30°%="x

X.180=mrad. 30

_ 30mrad
© 180

X

1
Al simplificar 30 con 180 se obtiene: P T rad




TRIGONOMETRIA BASICA

Asignatura: Matemadticas grado décimo
2. Encontrar la medida en radianes de 6, si 8= 135°

180° = r rad 180° = m rad

135° = x 135 X

X.180=mrrad . 135

__ 135w rad
~ 180

X

3. Encontrar la medida en radianes de 6, si 6=210°

180° = it rad 180° = & rad

210° = x 210 X

X .180 =mrad . 210

_ 210w rad
~ 180

4. Encontrar la medida en radianes de 6, si 6= - 150°

180° = 7 rad 180° = m rad

-150° = x -15 X

X.180=mrad. - 150

— 150m rad
X=——
180

5. Encontrar la medida en grados de 6, si 6= % rad

180° = 1 rad 180° = m rad
X =%rad Xygrad
X.m =180.%2

6

X. w rad = 307

X =% =3 X = 30°
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Al simplificar 135 con 180 se
) 3
obtiene: L rad

Al simplificar 210 con 180 se
. 7
obtiene: — 7 rad

Al simplificar -150 con 180

) -5
se obtiene: - T rad

Al simplificar 180 con =, se
obtiene 30r y al simplificar

— =30°
T
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. . 11w
6. Encontrar la medida en grados de 6, si 6= e rad
180° = m rad
180° = it rad e 11
117 > 5 11 Al simplificar 180 con — ,
X = — rad X — rad _ 6
6 6 se obtiene 330r y al
X 7 =180 1~ simplificar
6
3307w
X. w rad = 330m = 330°
1
330
X =" X =330°
Vi
DEFINICION DE REVOLUCION:
En matematicas, revolucion se usa con el significado de “vuelta” o “giro”. Una revolucion
corresponde a un giro de 360°.

Para hacer la conversién de angulos a revoluciones se plantean las proporciones, haciendo
uso de regla de tres simple directa.

A.

1)
2)
3)

Encontrar la medida en grados que corresponde a los siguientes angulos dados en
radianes, dibujar los &ngulos y establecer en cuél cuadrante se encuentran:

. 5m/18 4. —1
10
-5
wl9 5.—m
9
-2
—T1T

Encontrar la medida en radianes que corresponde a la medida del angulo dado en
grados, dibujar los angulos y establecer en cual cuadrante se encuentran:

100° 4. —450°
630° 5. 54°
72°

Si una revolucion corresponde a un giro de 360°, efectuar las siguientes conversiones:

¢, Cuantas revoluciones son 240°?
) , 1 .,
¢A cuantos grados equivale 3 de revolucion?

¢,Cuantas revoluciones hay en 90°?
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4) ¢Cuantas revoluciones hay en 720°?

) 3 .
5) ¢Cuantos grados hay en " de revolucion?

D. Completar el siguiente cuadro

Grados 720° 360° 225°
Radianes 5_1t 9_1t
2 4
Revoluciones E E
2 4
SUMA Y RESTA DE ANGULOS

Para operar en el sistema sexagesimal debemos tener en cuenta que
cada unidad se divide en 60 unidades de orden inferior.

1h - 60 min _ 60 s

1¢ _ 60"’ _ 60"
Suma

Se disponen las horas debajo de las horas (o los grados debajo de los grados), los minutos debajo de
los minutos y los segundos debajo de los segundos; y se suman.

Sumar: 24°58’37” + 18°32'48”:

Sumar: 59°45’13” +100°25°23":

Sumar: 124°32°47” + 28°25’14":

Sumar: 65°57’55” + 55°58’46”:
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Sumar:

Sumar:

Sumar:

Sumar:

Sumar:

Resta

33°33'33” + 44°44°44":

100°5°59” + 20°59'23":

77°59'569" + 87°49°59":

14°13°27" + 58°49’ + 25°30°54":

19°48°54" + 0°39'65" + 16°0°57":

ANO 2023

1°. Se disponen las horas debajo de las horas (o los grados debajo de los grados), los

minutos debajo de los minutos y los segundos debajo de los segundos.

29.Se restan los segundos. Si el minuendo es menor que el sustraendo, pasamos un
minuto del minuendo a 60 segundos y se lo sumamos a los segundos del minuendo. A
continuacion, restamos los segundos.

EJEMPLOS:

Realiza las siguientes restas:

1. Restar 68°35’42” — 56°46°'39":

2. Restar: 105°50'36" — 77°48°20":

3. Restar: 29°0'16” — 14°35’8";

4. Restar: 137°52'36” — 88°59’44":

5. Restar 66°33’8” — 55°55'55":

6. Restar 71°10'28” — 41°58’59":
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7. Restar 100°33'13" — 98°53’35":

8. Restar 25°40'31” — 16°41°32":

ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

A. Haciendo uso del concepto de conversion de suma y resta de angulos, dar solucion a los
siguientes ejercicios:

1) 28° 30’ + 20° 30’ 6) 53’ 14” + 58° 25’ 227

2) 90° —40° 30° 7) 23°40° 19" +47° 25 32"
3) 25° 30" + 30° 30’ 8) 56° 32" 11" — 14° 34’ 33"

4) 57° 45 —47° 15 9) 44° 44’ 44" + 55° 55’ 55"

5) 44° 53 37" + 32° 35 427 10) 107° 2" 23" -95° 36’ 59”

B. Un angulo agudo de un triangulo rectangulo mide 23° 44’ 53”. ; Cuanto mide cada uno de los
otros angulos?

C. Un angulo mide 43° 28’ 45”. Halla cuanto mide el complementario.
D. Un angulo mide 83° 14’ 27”. Halla cuanto mide el suplementario.

E. Cada uno de los angulos iguales de un triangulo isésceles mide 45° 55’ 17”. Halla cuanto
mide el angulo desigual.

F. En el siguiente triangulo, el angulo A mide 37° 22’ 45” y el angulo B mide 83° 53’ 48”.
Cuantomr™ ™ 7 0 77
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Tridngulos rectangulos

TRIANGULO RECTANGULO: Un triangulo rectangulo es el que tiene un angulo recto (es
decir, mide 90°) en uno de sus angulos agudos.

Los lados en un tridngulo rectangulo tienen nombres, de esta forma llamamos hipotenusa al lado
de mayor tamafio que ademas es el que siempre se encuentra en el lado opuesto al angulo
recto, los otros dos lados reciben la denominacion de catetos.

En todo triangulo rectangulo se cumple que: Tiene dos angulos agudos. La hipotenusa es
mayor que cualquiera de los catetos. La altura que parte del vértice del angulo recto, coincide
con un cateto, con tal de considerar al otro cateto como una base.

o Hipotenusa
@
©| 90°

Cateto

TRIANGULOS RECTANGULOS ESPECIALES

Se consideran triangulos especiales en el estudio de la trigonometria, aquellos que tienen como
angulos 45°- 45° - 90° y 30° - 60° - 90°.

Teorema del tridngulo rectangulo Isésceles (45° - 45° - 90°)
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En un tridngulo recto isésceles, la longitud de la hipotenusa es v2 més larga que la longitud de
cada cateto, o sea, es el resultado de la multiplicacion de la medida de uno de los catetos por V2.

a=b
c=aV2 yc=byv2,yaquea=bhb

Por lo tanto, a2 = bv2 por ser un tridngulo isosceles
Ejemplos:

1. En el siguiente triangulo rectangulo hallar el valor de la hipotenusa.
159 Solucion:
v' Como se trata de un trigngulo rectdngulo

isosceles, para calcular la hipotenusa (X)
10 X solo es necesario multiplicar el valor de uno

de sus lados por /2

X=10V2

450

10

2. Encontrar la medida de las variables en el siguiente triangulo rectangulo isésceles:
Solucion:

v’ Como se trata de un tridngulo rectdngulo isdsceles,
para calcular las variables sdlo es necesario:

4 — ¢ v' b=4, porque ambos catetos tienen la misma medida.
v’ Para calcular la hipotenusa (C) sélo es necesario
multiplicar el valor de uno de sus lados por \/2
Ly
b C= 4\/§
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3. Hallar la medida de los catetos en el siguiente triangulo rectangulo isésceles.

Solucion:

v’ Como se trata de un tridngulo rectdngulo isésceles, el
valor de la hipotenusa seria:

C)
X i’é\ h =X. \/7/
v’ En este ejercicio h = 10v/2

v’ por lo tanto, para calcular el valor del cateto se despeja
el valor de la incognita en la ecuacion:

, h L 10V2
h=x2 ey Xz W x=—5

v’ por lo tanto, simplificando en la fraccion \'2, el valor de la X= 10
4. Hallar la medida de las variables m y n en el siguiente triangulo rectangulo isosceles:

Solucion:

8 v' Como se trata de un tridngulo isésceles, las variables m y n
tienen el mismo valor y corresponden a un cateto.

v’ para calcular el valor del cateto se despeja el valor de la

incognita en la ecuacion:

h=m~N2 | > L ,  m=—
=m. m—ﬁ l% _\/E

En este caso como el valor de m tiene en el denominador una raiz se recomienda que se
racionalice el denominador.

8 V2 __ 8/2 82
Z RS EC 2

S =

v’ por lo tanto, el valor de la m= 42
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Teorema relacionado con los triangulos (30° - 60° - 90°)

Un triangulo de 30° - 60° - 90° resulta después de cortar a la mitad un triangulo equilatero:

- 60°

En un triangulo de 30° - 60° - 90° la medida de la hipotenusa es dos veces mayor que la medida

del cateto de menor longitud, y la longitud del cateto mayor es v3 mas grande que la longitud del
cateto menor.

Suponga que a < b, entonces;

V3 .
Cateto Largo=—~ X hipotenusa Cateto Largo=v3 X Cateto Corto
hipotenusa Cateto Largo
Cateto Corto= Cateto Corto=
2 V3
Ejemplos:

1. En el siguiente triangulo hallar la medida del cateto y la hipotenusa:
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la medida de los catetos es proporcional al valor de su dngulo, por lo
tanto, el cateto mds largo queda frente al dngulo mayor y el cateto mds corto queda
frente al dngulo menor.

v' Como se conoce el valor de la hipotenusa (24 cm), el valor del cateto corto (Y) es igual a
la mitad, es decir 12 cm
24 cm

Y= =12cm
2

v’ Para calcular el cateto mds largo (Z) se puede realizar con el valor de la hipotenusa o
con el valor del cateto mds corto, en este caso es un poco mds sencillo hacerlo con el
valor del cateto corto:

Z=12cmxx/§=12\/§cm

2. En el siguiente tridngulo hallar la medida del cateto y la hipotenusa

30°

| 60°
3V3
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la medida de los catetos es proporcional al valor de su dngulo, por lo
tanto, el cateto mads largo queda frente al dngulo mayor y el cateto mds corto queda
frente al dngulo menor.

v’ Como se conoce el valor del cateto mds corto (3+/3), el valor de la hipotenusa es igual al
doble del cateto corto

Hipotenusa= 2. (3V/3), = 63

v’ Para calcular el cateto mds largo se puede realizar con el valor de la hipotenusa o con el
valor del cateto mds corto, en este caso es un poco mds sencillo hacerlo con el valor del
cateto corto:

Cateto largo = V3 x Cateto Corto
=v3 x(3v3) =3V9=3 x3=9

3. En el siguiente triangulo hallar la medida del cateto y la hipotenusa

63

60°

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la medida de los catetos es proporcional al valor de su dngulo, por lo
tanto, el cateto mads largo queda frente al dngulo mayor y el cateto mds corto queda
frente al dngulo menor.
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v’ Como se conoce el valor del cateto mds largo (6\/3), se puede calcular el valor del otro
cateto (cateto corto).

Cateto Largo 6v3
Cateto Corto= Cateto Corto= —
V3 V3

v’ Simplificando /3, el valor del cateto serd igual a 6

v’ Para calcular la hipotenusa se multiplica el cateto corto por 2, teniendo en cuenta que la
hipotenusa es el doble de este valor.

Hipotenusa= 2. (6), =12

4. En el siguiente triangulo hallar la medida de los catetos:

NS

h 30°

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la medida de los catetos es proporcional al valor de su dngulo, por lo

tanto, el cateto mds largo queda frente al dngulo mayor y el cateto mds corto queda
frente al dngulo menor.

v Como se conoce el valor de la hipotenusa, se puede empezar calculando el valor del
cateto mds corto:

hipotenusa 2+/3

Cateto Corto= 5 = Cateto Corto= T

v’ Simplificando 2, el valor del cateto serd igual a /3

Mdédulo disefiado por: Docente Maria Cristina Marin Valdés Pagina 31



I Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2023 |

v’ Para calcular el cateto mds largo se puede realizar con el valor de la hipotenusa o con el
valor del cateto mds corto, en este caso es un poco mds sencillo hacerlo con el valor del
cateto corto:

Cateto largo = V3 X Cateto Corto
V3 x(V3) =9 =3

MODULO DE
TRIGONOMETRIA

etividad de

profundizacién:

ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

~ Resolucién de , .,
Haciendo uso de los teoremas para tridngulos

“Qi&ngulos
rectangulos con rectdngulos de 45° - 45° - 90° y 30° - 60° - 90°,
~ angulos solucionar los siguientes ejercicios, dejando
no“aHes

B 5 97) consignado el procedimiento.
(30°-60"-907)
—_—

1. Hallar la longitud de los valores X, y
A)

B)




I Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2023 |
9
\
o _I m
< Y
Y N
X
[,
Y
60°
k)
X

2. La longitud de una diagonal de un cuadrado mide 10v/2 cm. Hallar la medida de la longitud de
un lado del cuadrado.

C)

E)

3. La longitud de una altura de un triangulo equilatero es g cm. Encontrar la longitud de un lado

del triangulo.

4. El perimetro de un cuadrado es 44 metros. Hallar la longitud de la diagonal del cuadrado.
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5. Lalongitud de un lado de un cuadrado es 13 cm. Hallar la longitud de la diagonal.

6. La longitud de un lado de un triangulo equilatero es 6+/3 metros. Hallar la longitud de una
altura del triangulo.

7. La longitud de una altura de un triAngulo equilatero es 12 cm. Hallar la longitud de un lado del
triangulo.

8. El perimetro de un triangulo equilatero es 39 cm. Hallar la longitud de una altura del triangulo.

9. En el siguiente triangulo hallar el valor de los lados desconocidos:

D
)
A

10.En el siguiente triangulo hallar el valor de los lados desconocidos:

.
25
60°
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Razones trigonomeétricas
Razones trigonomeétricas de un angulo agudo en un tridngulo rectangulo

Las Razones trigonométricas se definen comiunmente como el cociente entre dos lados de un
triangulo rectdngulo asociado a sus angulos. Las funciones trigonométricas son funciones cuyos
valores son extensiones del concepto de razén trigonométrica en un triangulo rectdngulo trazado
en una circunferencia unitaria (de radio unidad). Existen seis funciones trigonométricas basicas.

Para definir las razones trigopnométricas del angulo: a, del vértice A, se parte de un triangulo
rectangulo arbitrario que contiene a este angulo. EI nombre de los lados de este triangulo
rectdngulo que se usara en lo sucesivo sera:

{hipotenusa)

(adyacente)

La hipotenusa (h) es el lado opuesto al angulo recto, o lado de mayor longitud del tridngulo
rectangulo.

El cateto opuesto (a) es el lado opuesto al angulo que queremos determinar.

El cateto adyacente(b) es el lado adyacente al angulo del que queremos determinar.

Todos los triangulos considerados se encuentran en el Plano Euclidiano, por lo que la suma de
sus angulos internos es igual a T radianes (o 180°). En consecuencia, en cualquier triangulo
rectangulo los angulos no rectos se encuentran entre 0 y /2 radianes. Las definiciones que se
dan a continuacion definen estrictamente las funciones trigonomeétricas para angulos de este
rango:

> Elseno de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto opuesto y la longitud de la
hipotenusa:
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. opuesto (1
singy = — = —.
hipotenusa  h

El valor de esta relacién no depende del tamafio del triangulo rectangulo que elijamos, siempre
gue tenga el mismo angulo a, en cuyo caso se trata de tridngulos semejantes.

> El coseno de un angulo la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la longitud de la
hipotenusa:

adyvacente b
CoOsSQt = ———— = —.
hipotenusa A

» Latangente de un es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la del adyacente:
() :l|'|_l,"-\.|l:l ﬂ
tana = OPHESRO —.
advacente b

> La cotangente de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la del
opuesto:

advacente b
cota = —— = —.
I:ll:l|'|_l,"-\.|ljl H

» La secante de un angulo es la relacién entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del
cateto adyacente:

hipotenusa  h
secq = ——— = —.
advacente b

> La cosecante de un angulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del
cateto opuesto:

hipotenusa h
cscaq = —— = —.
I:ll:l|'|_l,"-\.|l:l ﬂ
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Tabla de funciones trigonométricas

FUNCION ABREVIATURA FORMULAS
SENO Sen % %
COSENO | Cos | CAbmmme | 1
TANGENTE | Tan | pomets [ 1
COTANGENTE | Cot | Cotdvacone —
SECANTE Sec (;Zfiodt;;f:fw %
COSECANTE Csc % ﬁ

EJEMPLOS:

+ Calcular las razones trigonométricas de los siguientes triangulos rectangulos:

1.
C C
] N N LA
B 3cm A B 3cm A
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al angulo recto (b).
v’ Como se desconoce el valor del cateto opuesto (que es el que estd frente al dngulo de

referencia a ), se puede utilizar el teorema de Pitdgoras para conocer su valor; en este
caso ese valor corresponde a un cateto.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

a?=(5cm)?- (3 cm)?

a?=25cm?-9cm?

a?=16 cm?

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la resta anterior

a=+/16cm?=4cm

v’ Finalmente, el valor obtenido (4 cm) es el valor que corresponde al cateto opuesto.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular
el valor de las seis razones trigonométricas para el dngulo a:

Cat.Op. a 4cm Cat.Ady. c 3cm
Senq=—— = - = = 0,8 cosqg=———— = — = = 0,6
Hip b 5cm Hip b 5cm
Cat.Op. a 4cm Cat.Ady. c 3cm
Tang=——— = — = = 1,33 Cota=——— = = = = 0,75
Cat.Ady c 3cm Cat.Op. a 4cm
Hip. b 5cm Hip. b 5cm
Secq=—2 = 2 = = 1,67 Csca= P =2 = = 1,25
Cat.Ady c 3cm Cat.op a 4cm
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2.
C C
6
6 ae
8 A c8
Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (b)

v’ Como se desconoce el valor de la hipotenusa, se puede utilizar el teorema de Pitdgoras
para conocer su valor.

v’ Para calcular la hipotenusa se suma el cuadrado de sus catetos

b?=(6)"+ (8)°
b?=36 + 64
b?=100

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la suma anterior

b=+v100 =10

v' Finalmente, el valor obtenido (10) es el valor que corresponde a la hipotenusa.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular
el valor de las seis razones trigonométricas para el adngulo 6:

Cat.Op. a 6 Cat.Ady. C 8
Senf= ——P =-=-==06 cosh=—=2 = £ = = =08

Hip 10 Hip b 10
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Cat.Op. a 6 Cat.Ady. c 8
Tanf=—=>2 = 2 = 2 =(,75 Coth=—=X = 2 = 2 =133
Cat.Ady c 8 Cat.Op. a 6
Hip. b 10 Hip. b 10
Sec=—=2— = 2 = = =125  (sch=—t— = 2 = = =1,67

Cat.Ady c 8 Cat.op a 6
3.
A
A
8 o 8hb
VP A []
B 15 —C B a 15 ¢
Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (c)

v’ Como se desconoce el valor de la hipotenusa, se puede utilizar el teorema de Pitdgoras
para conocer su valor.

v’ Para calcular la hipotenusa se suma el cuadrado de sus catetos

c?=(15)%?+(8)?
c?=225+ 64
c?=289

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la suma anterior

c=v289 =17

v’ Finalmente, el valor obtenido (17) es el valor que corresponde a la hipotenusa.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular
el valor de las seis razones trigonométricas para el dngulo B:
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Cat.Op. b 8 Cat.Ady. a 15
Senf=-—F =2 = = =047  cosp=—2=2=22=088
Hip c 17 Hip c 17
Cat.Op. b 8 Cat.Ady. a 15
Tanf=—-t = 2 = = =0,53 Cotfr—m—X = 2 = =2 = 1,875
Cat.Ady a 15 Cat.Op. b 8
Hip. c 17 Hip. c 17
Secf=—=>2— = S = = =113 Cscf=—E— = = = 2L =2,125
Cat.Ady a 15 Cat.op b 8

4,
B
Z AT
/‘ S/' a
C /

f\’ oy

A ¥ . —_— T
13cm T —L b 13cm -

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)

v’ En este caso se desconoce el valor del cateto adyacente(a), para calcularlo se puede
utilizar el teorema de Pitdgoras.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

a?=(13cm)?-(5cm)?
a?=169 cm?- 25 cm?
a? =144 cm?

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la resta anterior

a=+/144 cm?=12cm
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v’ Finalmente, el valor obtenido (12 cm) es el valor que corresponde al cateto adyacente.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular

el valor de las seis razones trigonométricas para el dngulo y:

Cat.Op. c 5cm Cat.Ady. a 12 cm
Seny=—-=E = Z = =038  cosy=——=2 = 2 = = 0,92
Hip b 13 cm Hip b 13 cm
Cat.Op. c 5cm Cat.Ady. a 12 cm
Tany=——= = £ = =042 Coty=—=2 = 2 = =24
Cat.Ady a 12 cm Cat.Op. c 5cm
Hip. b 13 cm Hip. b 13 cm
Secy:—p = - = = 1,08 Cscy= P2 =2 = = 2,6
Cat.Ady a 12 cm Cat.op c 5cm

3
+ Hallar el valor de Cos6 y Tané, si senf = —

Solucion:

Cateto Opuesto

v' Como senf = = %, entonces 3 es el valor del cateto opuesto del angulo 6

Hipotenusa
y 4 es la hipotenusa del triangulo rectdngulo. Grdficamente quedaria asi:

C C
\ b
3 7 a3 >
B 80\ A B L 90\ A
C c

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (b)
v’ En este caso se desconoce el valor del cateto adyacente(c), para calcularlo se puede

utilizar el teorema de Pitdgoras.
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v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

c?=(4)?- (3)?
c’=16-9
c’=7

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la resta anterior

c= 7 =
v' En este caso \/7 no tiene raiz cuadrada exacta, por lo tanto podemos dejarla indicada

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo recténgulo, se procede a calcular
el valor coseno y la tangente para el dngulo 6:

Cat.Ady. c V7
cosh=—"2 = = = XL = 0,66
Hip b 4
Cat.op. a 3cm 3V7
Tanf=——— = = = = —
Cat.Ady c V7 cm 7

En el caso de la tangente, como /7 queda en el denominador, debemos racionalizarla:

3em 347 37 3V7
V7em N7 N7 VA9 7

+ En el siguiente triangulo hallar el valor de “X” y “Y”
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (8 cm)

v’ En este caso se desconoce el valor de los catetos opuesto (X) y adyacente (Y).

v' Como se conoce el valor de la hipotenusa y el valor del dngulo, se puede emplear la
funcion seno o coseno, que son las que contienen la hipotenusa.

v’ En el caso del cateto X, se utilizard la funcién seno:

Cat.op

sen40° = — — sen4(0° = - X=s5en40°x8cm ->X=064x8cm->X=5cm
hipot 8 cm

v’ Para calcular Y se puede utilizar teorema de Pitdgoras o la funcién coseno (que
contienen el valor de la hipotenusa) o la funcion tangente (que contiene el valor del
cateto opuesto, el cual fue hallado previamente). En este caso se utilizard la funcion
coseno:

Cat.ady

c0s40° = —— — c0s40° = —->Y =c0s40°x8cm->Y =0,77x8cm->Y = 6 cm
Hipot 8cm

+ En el siguiente triangulo hallar el valor de “a” y “b”
C

A - B

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (b)
v’ En este caso se desconoce el valor de la hipotenusa(b) y el cateto opuesto (a)
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v' Como se conoce el cateto adyacente (12 cm), se puede emplear la funcién coseno o
tangente, que son las que contienen este valor.
v’ En el caso del cateto b, se utilizard la funcién coseno:
Cat.ady 12 cm 12 cm 12 cm

C0s25° = ——— 25° = b = b = b~ 13
08 hipot T o8 b - c0s25° - 0,9 - cm

v’ Para calcular a se puede utilizar teorema de Pitdgoras o la funcién seno (que contienen
el valor de la hipotenusa, la cual fue hallada previamente) o la funcion tangente (que
contiene el valor del cateto adyacente). En este caso se utilizard la funcion tangente:

at. op. a

Tan25° = ~4- 0P - tan25° = —>a=tan25°x12cm -»a=047x12cm
Cat.ady 12 cm

a=~56cm

+ En el siguiente triangulo hallar el valor de “Y” y el angulo 6:

C

B L 0. A
Y

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)

v’ En este caso se desconoce el valor del cateto adyacente (Y), para calcularlo se puede
utilizar el teorema de Pitdgoras.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

2= (8- (4)°
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Y?=64-16
Y2 =48
Y=/48
Y=4v/3 ~ 6,9

Para calcular el dngulo 8, podemos utilizar las funciones seno, coseno o tangente.
C

4

54 &,
oC . A
43
Cateto adyacente
.. " Cat.opuesto 4
En este caso utilizaremos la funcion seno= e = 2=05
Hipotenusa 8

v’ Para obtener el dngulo debemos hacer uso de la calculadora cientifica, teniendo en
cuenta los siguientes criterios:
e [dentificar la parte del teclado de la calculadora que vas a tener que utilizar de una

manera especifica para los ejercicios con razones trigonométricas.

Funciones inversas Eleccion del modo

®e © ®

avs) 23 #1) s

| 5 - . Funcién seno y
L x.) x_.) b'J '_"J su inversa
\ () L P

Funcion tangente y
su inversa

u"n)' m) -
ews) () )) sen) A

Funecion coseno y
su inversa

Conversion de grados
sexagesimales a
decimales y viceversa

e En primer lugar, debes fijarte en el modo de la unidad angular en la que estés
trabajando. Generalmente, la unidad por omision es el grado sexagesimal.
Comprueba que en la pantalla de la calculadora aparezca la letra D o DEG. En caso
contrario deberds pulsar la secuencia de teclas
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| SHIFT || MODE I{SET UP)

Y elegir DEG para trabajar con grados sexagesimales.

® Para calcular las razones trigonométricas de un angulo agudo, pulsa la tecla

correspondiente[ sin ][ cos ][ tan ]ydespués el valor del dngulo.

® Sj sabemos el valor de una razon trigonométrica y queremos averiguar el dngulo,
tendremos que activar las funciones inversas con ayuda de la tecla SHIFT (en algunas
calculadoras INV).

4 1
® Fn nuestro caso como vamos a calcular el valor de sen@ = p = 2= 0,5, debemos

activar la funcion SHIFT — seno — 0,5. De esta manera nos da el valor del dngulo, el
cual es de 30°, por lo tanto 8 = 30°

ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

En los siguientes triangulos, haciendo uso de las razones trigonométricas, hallar el valor de la
incognita.

— 16—
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2.
.Ir. D
76°
5
< X >
3.
B
X
l 30°
C V3 A
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50m
7.
55°
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Y
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10.

35°

A—m—B

11.

30cm

;

40 cm

12.
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PROBLEMAS DE APLICACION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN
TRIANGULOS RECTANGULOS

Para resolver situaciones problema relacionados con las razones trigopnométricas, es importante
tener en cuenta los siguientes aspectos:

v' En todo triangulo rectangulo siempre es conocido uno de sus angulos interiores, es decir, el
angulo recto. Luego, un triangulo rectangulo puede resolverse si, ademas del angulo recto, se
conocen dos de sus lados o un lado, y uno de sus angulos agudos.

v' Cuando en un tridngulo rectangulo se conoce uno de sus angulos agudos, basta restar este
valor de 90° (angulo recto), para obtener el otro &ngulo agudo del triAngulo en mencién.

v' Para hallar un elemento desconocido del triangulo rectangulo, ya sea la longitud de uno de
sus lados o el valor de uno de sus angulos agudos, escogemos una de las razones
trigonométricas que contenga dicho elemento y otros dos elementos fundamentales
conocidos para despejar el elemento en cuestion.

v Si el triangulo por resolver no es rectangulo, pero es isésceles o equilatero, entonces se traza
la altura correspondiente a la base (perpendicular bajada desde el vértice opuesto a la base)
y este quedara dividido en dos triangulos rectdngulos congruentes. La resolucién de uno de

estos dos triAngulos rectangulos nos permitira resolver el triangulo.
B

v' También es importante conocer, entender y aplicar los conceptos de angulo de elevacién y
angulo de depresion. Estos conceptos se refieren al angulo entre el horizontal y la linea visual
del observador y la posicion del objeto.

Angulo de elevacién. Si la linea visual del observador al objeto esta por encima de la linea
horizontal imaginaria.

Angulo de depresién. Si la linea visual del observador al objeto esta por debajo de la linea

horizontal imaginaria.

Observa y analiza estos conceptos en la siguiente grafica:
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El « CAB es un angulo de elevacion; el punto B esta elevado con respecto al observador en Ay
la linea horizontal AC que pasa por A.

El <« DBA es un angulo de depresion; el punto A queda en la parte de abajo del observador que
esta en B y de la linea horizontal DB que pasa por B.

Visual horizontal
4(;....-- ..........

D

Angulo de depresion

Angulo de elevacion

Visual horizontal ¢

EJEMPLOS:

1. Desde lo alto de una colina, una persona observa un venado, bajo un angulo de depresion
de 30°. Si la distancia entre el observador y el venado es de 100 metros. ¢Si la persona mide
1,70 m, cudl es la altura aproximada que tiene la colina?

zezean
. .
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Solucion:

v’ En este caso para dar solucién al ejercicio se puede observar como la distancia entre el
observador y el venado (100 m) corresponde a la hipotenusa.

v’ Para calcular la altura de la colina se puede determinar como el cateto opuesto al
dngulo de 30°.

v’ La funcién trigonométrica que contiene el cateto opuesto y la hipotenusa es la funcién
seno.

Sen30°=—— - X = sen30°x 100m > X = 0,5X 100m —» X = 50 m
v Para responder a la pregunta de la altura de la colina, se debe restar a los 50 metros
(distancia del punto de observacion al suelo) la estatura del observador, por lo tanto, la

respuesta es:
50 metros — 1,70 metros = 48,3 metros

2. Un poste de 5 metros se ha sujetado al suelo por un cable, como muestra la figura:

60
40°

Calcular la medida de los cables:
Solucion:

v’ En este caso para dar solucién al ejercicio se puede observar que la medida del cable
corresponde a la hipotenusa y la altura del poste (5 metros) corresponde al cateto
opuesto al dngulo de 40° y el cateto opuesto al dngulo de 60°.

v’ La funcién trigonométrica que contiene el cateto opuesto y la hipotenusa es la funcién

seno.
Send0°=" 5 x =" L x=2"_,x-781m
X sen40° 0,64
13,56 m
Sen60°="t Ly =" Ly=3" _,y_ 5,75m
Y sen60° 0,87
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3. Pablo y Luis estan situados cada uno a un lado de un arbol, como indica la figura:

= e
A) Calcular la altura del arbol.

B) ¢ A qué distancia esta Pablo y Luis del arbol?
Solucion:

v’ En este caso para dar solucién al ejercicio se puede trazar una linea recta de la cima del
drbol al suelo, de tal manera que nos permita establecer dos tridngulos rectdngulos.

7,5 metros

v’ Para calcular la altura del drbol se puede emplear la funcién tangente y teniendo en
cuenta que desconocemos el valor de algunos catetos y sdlo se tiene el total del cateto
adyacente, se debe realizar el planteamiento de dos ecuaciones:

Tan45°=§ — h = x.tan45° Tan35°=% - h = (7,5 —x).tan35°

v' Igualando las ecuaciones, se tiene:
X.tan45° = (7,5 — x).tan35°
X.tan45° = (7,5 .tan35°) — (X.tan35°)
(X.tan45°) + (X.tan35°) = (7,5.tan35°)
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X.(tan45° + tan35°) = (7,5. 0,7)
X.(1+0,7)=5,25
X 1,7=5,25

X= % — X = 3,1 m - distancia de Pablo al arbol

v’ Para calcular la altura del drbol se puede emplear la funcién tangente con cualquiera de
los dngulos. En este caso utilizaremos el dngulo de 45°, como el valor de X= 3,1 m, y un
triangulo rectangulo de 45° es isdsceles, significa que la altura serd igual a X (3,1 m)

v’ Para calcular la distancia de Luis, simplemente, a la distancia de 7,5 m se le resta la
distancia a la cual se encuentra Pablo (3,1).

4. Desde el suelo vemos el punto mas alto de un edificio con un angulo de 60°. Nos alejamos
6 metros en linea recta y este angulo es de 50°. ¢ Cual es la altura aproximada del edificio?

_.C
h
_Sm_
Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se puede observar que la medida de la altura
del edificio corresponde al cateto opuesto a cada uno de los dangulos y el valor de 6
metros corresponde a parte del cateto adyacente.

v Con base en la informacion anterior se puede utilizar la funcion tangente.

Tan60°=2 - h = x.tan60° Tan50°=—— > h = (x + 6m).tan50°
X x+é6m

v’ Igualando las ecuaciones se tiene:

x.tan60° = (x + 6m).tan50°
x.tan60° = (x.tan50°) + (6 m . tan50°)
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(x.tan60°) — (x.tan50°) = (6 m.tan50°)

x.(tan60° — tan50°) = (6m.tan50°)
x.(1,73 = 1,19) = (6m.1,19)

x.(0,54) = (7,14 m)

_ 714m — 137
X= Tss XT1S mp——— | Distancia X

v’ Para calcular la altura del edificio podemos utilizar el valor de X y el dngulo de 60°,
haciendo uso de la funcion tangente.

Tan60°=§ S h=x.tan60° = h =13,2m.1,73 = h = 22,84 metros

5. ¢Cual es la longitud de la sombra que proyecta un edificio de 120 m de altura, cuando el sol
presenta un angulo de elevacion de 35° desde la azotea del edificio?

Sol

< — ? ——— =|
Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se puede observar que la medida del dngulo
de elevacion del sol (35°) se mantiene constante para el triangulo que se forma entre el
edificio y su sombra, la altura del edificio corresponde al cateto opuesto de 35°.

La sombra del edificio corresponde al cateto adyacente para el dngulo de 35°.

v Con base en la informacion anterior se puede utilizar la funcion tangente.

<

altura del edificio 120m 120m 120m
tan35° = - tan35°= —— > X = > X = > X=171m
sombra X tan35° 0,7
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6. Desde un faro de 3,5 m de altura se observa un barco con un angulo de depresién de 30°,
como lo muestra la figura. ¢A qué distancia del barco se encuentra el faro?

Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se puede observar que la medida del dngulo
de depresion es de 30°, por lo tanto, su complementario serd igual a 60°.

N

1 -\_> e

60° R

3i59m

| 8

i i 30° 3

2 -
|= X >|

. y, . . . o 35m
v' Con la informacién de estos dngulos se puede emplear la funcién tan30°= o

X V4
. > o X
también la funcion tan60 ary—
.- ., o 35m 35m 3,5m
v En este caso utilizaremos la funcion tan30°=—— — X = - X=—-
X tan30° 0,58

X = 6 metros
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7. Hallar la distancia de A hasta B a través del rio.

] 1 a9 \
A {J | | / \ \ B
£ teEd ]
) 11 L)
& s T
57‘ h‘l ) ‘ l\ !}
Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio, la distancia de A hasta B con respecto al
dngulo de 52°15’ corresponde al cateto opuesto (X), y la distancia de A hasta C
corresponde al cateto adyacente, por lo tanto, se utilizard la funcion tangente.

tan52°15' = SEE —- X = 25,5m.tan52°15' - X =255m.1,29 - X =32,9m
MODULO DE T
TRIGONOMETRIA etividad de

profundizacian:
solucionar

situaciones

hp@j‘em/d Solucionar las  siguientes  situaciones
|-'f las aagones problema, haciendo uso de las razones

1
|
|
i Faigonomél‘rz}co\s,

trigonomeétricas:

1. El corddén de una cometa se encuentra tensionado y forma un angulo de 54°20° con la
horizontal. Encuentra la altura aproximada de la cometa, respecto al suelo, si el cordon mide
100 m y el extremo del corddn se sostiene a 1,5 m del suelo.

N,
\\

54"\2N
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2. Observa la siguiente ilustracion:

e ¢ Cudl es la altura del edificio?
e ¢Cual es la longitud de la linea que une la cabeza del hombre con la parte de arriba del
edificio?

72 120
38 R

3. Durante un aterrizaje, el piloto pasa 10 m arriba de una muralla y toca tierra 200 metros mas
alla de la muralla. Si el angulo de descenso es 10°, ¢ cudl es la altura de la muralla?

| 200N N

4. En un parque dos jévenes se encuentran separados por una distancia de 180 m. si uno de
ellos ve un globo elevado, exactamente arriba de él, y el otro lo ve con un angulo de
elevacion de 63°, ¢ .cual es la altura del globo?
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5. Hallar la altura de la antena de radio situada sobre el edificio

o 7

25m

——

6. Desde el lugar donde me encuentro, la visual de la torre forma un angulo de 32° con la
horizontal. Si me acerco 25 m, el &ngulo es de 50°. ¢ Cual es la altura de la torre?

e e R o

7. Una persona de 1,7 m de estatura, divisa la altura de un edificio con un angulo de elevacion
de 37°. Si la persona esta a 24 m del edificio, ¢cual es la altura de edificio?
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8. Desde la parte mas alta del tejado de una vieja casona, un nifio observa un perro que se
encuentra en la calle con un angulo de depresion de 37°. Si la altura de la casaesde 9my el
nifio mide 1 metro, ¢a qué distancia de la base de la casa se encuentra el perro?

9. Al nivel del mar se lanza un cohete espacial y sube en un angulo constante de 65°30’,
recorriendo 18000 metros. Determinar la altura que lleva el cohete respecto al nivel del mar
en ese momento.

10.Una persona se encuentra en la ventana de su apartamento que esta situado a 8 metros del
suelo y observa el edificio de enfrente de la siguiente manera: la parte superior, con un
angulo de elevaciéon de 30° y la parte inferior, con un angulo de depresion de 45°. Determinar
la altura del edificio de enfrente.

Observador
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11.David es un estudiante de ingenieria civil que desea medir la altura de una torre. Para ello,
ubica el teodolito (instrumento que mide los angulos de un terreno) en el punto P, a una
distancia X de la torre. Mide el angulo de elevacion y obtiene un valor de 75°. Luego se aleja
100 metros en linea recta del punto P hasta Q, mide nuevamente el angulo de elevacion y
obtiene 37°, ¢ cuanto mide la torre si el teodolito tiene una altura de 1,5 metros?

12.Calcula la altura de la luz de un faro sobre un acantilado cuya base es inaccesible, si desde
un barco se toman las siguientes medidas: — EIl angulo que forma la visual hacia la luz con la
linea de horizonte es de 25°. — Nos alejamos 200 metros y el angulo que forma ahora dicha
visual es de 10°.

13.Los lados de un paralelogramo miden 12 y 20 cm, respectivamente, y forman un angulo de
60°. ¢ Cuanto mide la altura del paralelogramo? ¢ Y su area?

14.Desde la torre de control de un aeropuerto se establece comunicacion con un avion que va a
aterrizar. En ese momento, el avidn se encuentra a una altura de 1 200 metros y el angulo de
observacion desde la torre (dngulo que forma la visual hacia el avién con la horizontal) es de
30°. ¢ A qué distancia esta el avion del pie de la torre si esta mide 40 m de altura?

15.Dos edificios distan entre si 150 metros. Desde un punto del suelo que esta entre los dos
edificios, vemos que las visuales a los puntos mas altos de estos forman con la horizontal
angulos de 35° y 20°. ¢ Cual es la altura de los edificios, si sabemos que los dos miden lo
mismo?
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RAZONES TRIGONOMETRICAS PARA LOS ANGULOS ESPECIALES

TRIANGULOS DE 37° - 53° - 90°

Este triangulo tiene un angulo de 37 y otro de 53, donde el lado opuesto al &ngulo de 37 medira
3k, el opuesto a 53 medira 4k y la hipotenusa medira 5k. Es un tridngulo de medidas aproximadas,
es decir, que sus medias no son exactas y solo es una aproximacion.

>

s
o

4K

Calcula «x — y».

Y 12u

37°
A} — C

Calcular el sen 37° del siguiente triangulo:




TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo

ANO 2023
Solucion:
Cc.0
Sen 37°=—
H
3K
Sen 37°=—
5k
3
Sen 37°==
5
, . T T T . . L
En los angulos especiales de 30°, 45°, 60° 0 2’3 radianes, se tiene en cuenta las siguientes

propiedades:

% En un triangulo rectangulo e isésceles los catetos son iguales.

< En un tridngulo rectangulo con angulos interiores de 30° y 60°, el lado opuesto al angulo de
30° tiene una longitud igual a la mitad de la hipotenusa.

4. 60°
_ 45° 78 a
Q- 2
(P a
_. 30°
\45° [ V3
: =
a 2
De acuerdo con las definiciones de las funciones trigonométricas, se tiene:
Cat.Op. Cat.Ady. Cat.Op.
Senf = —> Cosh = ——~ Tand = ——>
Hipot Hipot. Cat.ady.

Angulo de 45°

1 V2 V2
SendsffsE—= == —= X == —
ay 42 2" A2 2

1 1 V2 V2
Cosd=—==F—==F—= X = = —
a2 V2 V27 V2 2

a
Tand5°=— = 1
a
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Angulo de 30°

Angulo de 60°

a a3 _ 43
SenBl*= —— = = —
- a.z2 2
1
a
> a
Cos0°=g — — = —
I a.2 2
V3
&3 V3 .a 3
24/3.
Tan60° = —— = 2:=\/§
> i
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Los angulos especiales de 30°, 45° y 60° unidos a los de 0° y 90° se consideran en trigonometria
como angulos notables y el resumen de las funciones trigonométricas para estos angulos se
pueden establecer de la siguiente manera:

e 30° 45° 60° 90°

grados
Sen® 0 1 V2 V3 1
2 2 2
Cosf 1 V3 V2 1 0
2 2 2
Tané 0 1 3 1 V3 No
\_/5 = 3 definida

PROCEDIMIENTO PARA HALLAR EL VALOR DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS SIN
CALCULADORA

+¢ Primero dibuiamos un simbolo de raiz grande, tal como éste...

+« Escribimos dentro dos filas de numeros, en la parte superior una que vaya del 0 al 4, y en la
parte inferior otra que vaya al revés, del 4 al 0...

0 1 2 3 4
4 3 2 1 0

+ Dibujamos una barra grande debajo y un 2 bajo ella...

09 2 3 4
4 3 2 1 0

2
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Y ahora lo completamos con lo que nos interesa saber...

0° 30° 45° 60° 90°

sen 6 1 2 3 4
cos 4 3 2 1 0
2

Ya podemos saber el seno o el coseno de cualquiera de estos angulos notables.

0,

« El procedimiento es bastante sencillo. El resultado va a ser la raiz de un namero entre 2, y
ese numero es el que corresponde a la fila del sen o del cos (segun queramos calcular
el seno o elcoseno) y a la columna del angulo notable en cuestiéon. Después tan solo
tenemos que simplificar el resultado obtenido, si se puede. Vamos a hacer unos ejemplos que
asi se ve mucho mejor.

Supongamos que queremos saber el sen 30°...
0° 310° 45° 60° 90°

sen «e—@234
c08\4321o

Es decir:

V1

sen30°:—:l
2

Debemos recordar que para hallar la tangente sdélo es necesario dividir seno entre coseno.

EJEMPLOS:
1. Encontrar el perimetro del triangulo rectangulo.
&
o
§/
T
Ve E |7

Wi N
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (n)

v" En este caso se desconoce el valor del cateto opuesto (m) y adyacente (1), para calcularlo
se puede tener en cuenta que un dngulo de % corresponde a 45°

v’ Teniendo en cuenta que el tridngulo es isdsceles, ambos catetos tendrdn la misma
medida.

v’ Si la hipotenusa es igual a un cateto por V2 (m.\/i), entonces se puede despejar la
incognita.

. hip. _
Hipotenusa= m.\/2, entonces: m= \/g, reemplazando los valores se obtiene:

3cm ) ) ] ) 3cm V2 3V2cm
= Nk racionalizando denominador se obtiene m= 7z X ==——

V2 2

m

v’ Para calcular el perimetro se suma el valor de la hipotenusa y se puede multiplicar por
dos el valor del cateto obtenido anteriormente, dado que se trata de un tridngulo
isosceles.

Perimetro =3 cm + 2. (32£ cm), se cancela el 2 que multiplica con el 2 que divide:

Perimetro= 3 cm + 3\/2 c¢m, factorizando (factor comiin) se obtiene como resultado final:
Perimetro=3 (1 ++/2) cm

2. Un extremo de un alambre de soporte debe ser colocado en el extremo superior de un poste
telefonico de 3 metros de altura y el otro debe fijarse en el suelo formando un angulo de 45° con
el suelo. ¢, Cual debe ser la longitud del alambre?
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto

v" En este caso la longitud del cable corresponde al valor de la hipotenusa (X) y el dngulo
que se forma mide 45°, lo que lo hace un trigngulo isdsceles.

v’ Teniendo en cuenta que el tridngulo es isdsceles, ambos catetos tendrdn la misma
medida.

v La hipotenusa es igual a un cateto por V2.
X= cateto.N2

X= 3\/5 metros

v' También se pudo utilizar la funcion trigonométrica coseno, que es la relacion entre el
cateto adyacente y la hipotenusa:

V2 _ 6V2 _
ﬁ———3\/§m.

2

3 metros 3 metros 3 metros 6 metros 6
Cos45°= X= == —=X=——= —x
x 7 Cos45° V2 V2 V2

2

3. Desde un punto al nivel del suelo y a una distancia de 7,5 metros de la base de una asta de
bandera se ve su punta. El &ngulo que forman el suelo y la linea que va de dicho punto hasta la
punta de la asta es de 30°. Calcule la altura de la asta.

S i G
Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al angulo recto.

v" En este caso la altura de la asta corresponde al lado opuesto al dngulo de 30°, que seria
el cateto mds corto y 7,5 metros corresponde al cateto adyacente (cateto largo).
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v’ Utilizando las férmulas para tridngulos especiales:

Cateto Largo
Cateto Corto=
V3

_75m _ 75m V3 _ 75V3m _
Cateto corto= NG X 5o e 2,5v3m

v’ Utilizando las razones trigonométricas, la altura de la asta corresponde al cateto
opuesto y 7,5 metros corresponde al cateto adyacente, por tanto, se puede utilizar la

razon trigonométrica tangente.
o V3
=m = Tan30°x 7,5 metros = m = == x 7,5 metros = 2,5v/3 metros

Tan30°= —
5

m
7;

4. Encontrar el valor de “X”

c
20u
X
37°
A 1

B

5. Encontrar el valor de “X” y de “Y”

B
v X
53°
Ay  C
25u

6. Calcular “x—y”

B
/ 12u
370
Al - 1 C

Médulo disefiado por: Docente Maria Cristina Marin Valdés

Pagina 70



